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Kapitel 1

Indledning

Perioden fra 1780 til 1850 er i europaeisk kultur praeget af store omveeltninger: politiske,
sociale, gkonomiske asel somandelige. Den franske Revolution 1789 betgd foruden
politiske omveeltninger ogsen gennemgribende reorganisering af det franske samfund.
| samme periode blev ogsden matematiske videnskab genstand for omfattende foran-
dringer, swivel (& det ydre, institutionelle, formmaessige sotndet indre, indholdsmaes-
sige plan.

| revolutionens kglvand blev der blev advokeret for et ideal om hgjere uddannelse
til alle, og for at imgdekomme det voksende behov for leererkreeftertitele Normale
etableret 1795. Der var et centralt gnske om at formidle mateniatkmeget hgjt niveau,
og i Igbet af de kun fire BnederEcole Normaleeksisterede, var tre af de starste franske
matematikere tilknyttede som underviser@s&PH LOUIS LAGRANGE (1736-1813),
PIERRE-SIMON, MARQUIS DE LAPLACE (1749-1827) og GSPARD MONGE (1746—
1818). F den ligeledes nystartediole Polytechniqueogsa grundlagt 1795 blev de
ingenigrstuderende undervist i matematikgd niveau, der langt overgik tidligere tiders
undervisning i elementaer matematik. Undervisningskrave rejste behovet for leerebgger
I advanceret matematik; et behov som — for analysens vedkommende — blev Igst af
f.X. SYLVESTRE FRANCOIS LACROIX’ (1765-1843) leerebgger ogusUSTIN-LOUIS
CAUCHY’s (1789-1857) bergmt€ours d’analysg ). Som UDITH V. GRABINER
har argumenteret fér kan konfrontationen med et bredere publikum have veeret en af
hovedinspirationerne til igen serigst at overveje matematikkens, og specielt analysens,
grundlag.

Pa det indholdsmaessige niveau undergik matematikken en rivende udvikling: Nye
discipliner blev skabt, grundlaget blev taget op til fornyet betragtning, nye begreber og
argumentationsformer blev indfgrt, og nogle af de etablerede intuitioner blev draget i
tvivl. Matematikernes gradvise professionalisering beta@ egsstigende specialisering.

Fa matematikere i det 1@rhundrede havde et samlet og opdateret overblik over matem-
atikkens genstandsoamte.

Den norske matematikeribLs HENRIK ABEL (1802-1829) levede kun kort og pro-
ducerede kun lidt, menaede alligevel omkring mange af de centrale aspekter af denne
brydningstid i matematikken. Ved at tage udgangspunkE&s matematik har jegéfet
et fokus og et filter til at betragte og beskrive denne overveeldende og mangesidige transi-

1Ecole Polytechniquélev egentlig grundlagt soricole Centrale des Travaux Publicd794 og fik
efter en omorganisering sit nasanet efter. { 1162)
2For eksempel(@ 7315) og ( h23-28).
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tionsperiode, som bidrog til at give matematikken den form vi kender i dag.
Dette har givet anledning til falgende problemformulering:

Problemformulering: Gennem detaljerede studier afeMls HENRIK ABEL’S (1802—
1829) matematik at beskrive centrale treek af den matematiske brydningstid i begy-
ndelsen af det 1%&rhundrede.

| det fglgende vil jeg problematisere problemformuleringen yderligere og skitsere ad
hvilke veje, jeg agter at udfylde den.



Kapitel 2

Fra periferi til centrum

At belyse matematikken i starten af 1800-tallet gennem et studium af en enkelt matematik-
ers arbejde kan synes halslgs gerningr Bndvidere den valgte matematiker stammede
fra et land & den matematiske verdens periferi, kun levede i knawr 2¢ kun publicerede

i sine sidste 6 levar er der behov for legitimering af dette valg.

Selvom NELS HENRIK ABEL var fgdt, opvokset og uddannet i Norge, dengang be-
liggende @& Europas periferi, var hans videnskabelige virke naert knyttet til den kontinen-
tale — og iseer den tyske — matematik. Efter at haet BERNT MICHAEL HOLMBOE
(1795-1850) som matematikleerer i katedralskolen 1817 begyreite A- sammen med
HOLMBOE 0g pa egen hnd — at studere de store mestre, blandt andr@eNHARD Eu-

LER (1707-1783), IACROIX, LAGRANGE 0g CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855).

Da Universitetets leererkreefter og bibliotek ikke leengere slog til, BglAvar pabegyndt
selvstaendigt kreativt arbejde, var yderligere inspiration ngdvendig. Under siaréder
lange Europa-rejse — fra september 1825 til maj 1827 — besggte Ae matematiske
miljger i Berlin og Paris. Efter han vendte hjem til Christiania (Oslo), tilbragte han sine
sidste to levar med at udarbejde sine mangeartede ideer til publikationer. Hans pub-
licerede arbejder spaender ovartidsyneladende forskellige odmler som raekketeori og
stringensa la CaucHY, teorien for elliptiske funktioner og integrationsteori, og ligning-
steori.

2.1 Geografisk periferi?

Berlin. | Berlin var de matematiske institutioner stadig i deres vorden dalA to
omgange besggte byen. Akademiet havde veeret blandt 1700-tallets farende sture s
navne som BLER 0g LAGRANGE tilknyttet!, men efter IAGRANGE 1784 forlod Berlin

til fordel for Paris forvitrede det matematiske niveau i Betlihen genopbygningsface,
igangsat blandt andet af Napoleonskrigene og den nyhumanistiske bevaegelse, var univer-
sitetet blevefibnet 1818 Man havde forsagt at kaldeABsstil lzerestolen i matematik,

men han afslog, og i stedet blev den noget mindre kendteASN GEORG TRALLES

ansat. | 1820’erne blev der gjort tiltag til at supplere uddannelsesudbudet i Berlin med en

1Det var til Berliner Akademiet BGRANGE indleverede sin store afhandling om algebraisk lgsning af
ligninger ( Jomtalt i afsnit??.
2

( 7).

4Se ( 820-22) og { /1444).
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polyteknisk lsereanstalt efter den franske model. Igen blevs3zinviteret, og igen tilval-
gte han det mere isolerede intellektuelle miljait@nhgert. Det er i lyset af dette voksende
tyske (preussiske) matematiske samfund, @GAST LEOPOLD CRELLE’s (1780-1855)
stiftelse afJournal fir die reine und angewandte Mathemaitik826 skal ses. | forordet
til tidsskriftets fagrste bind skrev RELLE:

“Der findes naeppe et betydende vidensader;, som ikkke ogshar sit
tysketidsskrift. Kun den vide, ubegreensede matematik, denne over tid og
sted, over meninger og lidenskaber haevede videnskab, som blandéake m
er neermest beslaegtet med sandheden, har for tiden intet [tysk tidsskrift]. [...]
Da nu et tidskrift virkelig er et virksomt middel til at fremme og udbrede en
videnskab og beskytte den mod fremmede indflydel$eersiet vel anstren-
gelsen veerd at forsgge, om ikke et tysk-sprogdast [tidsskrift] for matem-
atikken kan bringes til og holdes i livé.”

CRELLE’s nystartede tidsskrift skulle hurtigt vise sig at blive en succes, blandt andet
pa grund af de mange banebrydende artikler, som en generation af tyske matematikere,
JAKOB STEINER (1796-1863), GRL GUSTAV JacoB JAacOBI (1804-1851), GSTAV
PETER LEJEUNEDIRICHLET (1805-1859), og norske kL lod trykke deri. Den fgrste
argang af tidsskriftet overholdt redaktgrens ideal om tyske artikler, enten skrevet af tyskere
eller oversat til tysk for at ggre de nyeste landvindinger tilggengelige for den tyske matem-
atiker. For ABEL betad dette, at RELLE oversatte BEL’s oprindelige franske manuskripter
til tysk fer udgivelseh. Men allerede fra tidsskriftets andérgang gik @ELLE pa kom-
promis med sprogkravet, og flere artikler udko fpansk, blandt andet alle BEL’S
artikler startende med den vigtiggecherches sur les fonctions elliptigyes?27).

| lgbet af sin tid i Berlin plejede AEL omgang med kredsen af matematikere centreret
omkring CRELLE og havde fri adgang til RELLE’'s omfattende matematiske bibliotek
Hovedparten af BEL’s artikler udkom i GRELLE’s Journal og ABEL og CRELLE opar-
bejdede et neert personligt venskab. Ulgseligt forbundet med udbredels&Eaf
Journal kom ABEL’s arbejder hurtigt til at opa stor anerkendelse og betydning for de
bergrte grene af matematikkens udvikling.

Paris. Uddannelsesinstiutionerne i Paris var som naevnt blevet omstruktureret og ud-
videt for at imadekomme kravene om hgjere uddannelse til flere, &skeniszer mil-
iteerets behov for dygtige ingenigrer. Det havde i Paris skabt en hel klasse af professionelle
matematikere, som ernzerede sig ved undervisning og forsknindaddd Polytechnique

blev der undervist i matematikapet hgjt niveau, og &JCHY inddrog i undervisningen

5 1169-173) og 39-10).

6«Es giebt kaum einen bedeutenden Gegenstand des Wissens, der nicht auElestsobeZeitschrift
hatte. Nur die weite, unbegrenzte Mathematik, di#ser Zeit und Ortilber Meinungen und Leidenschaften
erhabene Wissenschaft, die unter allen vielleicht am meisten mit der Wahrheit verwandt ist, hat dermalen
keins.[...] Da nun eine Zeitschrift in der That ein sehr wirksames Mittel ist, eine Wissenschaftder
und zu verbreiten, sie gegen fremdartige Eisfle zu verwahren, so ist es wohl deiih werth zu ver-
suchen, ob sich eine solche in Deutscher Sprazhdié Mathematik ins Leben rufen und darin erhalten
lant” ( 1)

’(N. H. Abel—Prof. Hansteen, Berlin 1825. 210-11) og (Sylow og Lie , vol.
1, iii). Da ABEL's franske manuskripter til disse arbejder ikke er overleverede, citerer jeg disse arbejder fra
den tyske original-publikation.

8(N. H. Abel—Prof. Hansteen, Berlin 1825. 111).
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sin nyeste forskning om analysens grundlag. Ved deélgeede akademi, til tider kaldt
Acacemie des Scienceéis andre tiderinstitut (Royale) de Frande samledes de farende
franske matematikere jeevnligt. Foruden de til disse institutioner hgrende tidsskrifter var
mulighederne for at offentliggere matematiske arbejder bedre i Paris end noget andet
sted. Akademiets tidsskrifter var meget prestigse, og siden 1810 havde matematikerne
ogsa haft mulighed for at publicere nsEPHDIAZ GERGONNES (1771-1859Annales
de matl@matiques pures et appligaseller, fra 1823, BARON DE FERRUSACS (1776—
1836)° Bulletin des sciences matmatiques, astronomiques, physiques et chimidues
Endvidere blev der ogstrykt mange videnskabelige bgger, leerebggeelssom mono-
grafier, ved Paris’ mange bogtrykkéte

Efter ankomsten til Paris i juli 1826 havdeBA&L besvaer med at etablere kontakt til de
parisiske matematikere; om hans frustrationer derved taler hans brewerlis GCOPHER
HANSTEEN (1784-1873) og ldLMBOE"®:

“Jeg kjender naesten ingen. Aarsagen er at hele Verden beboer om Som-
meren Landet og er saaledes usynlig. — Indtil dette @jeblik har jeg kun gjort
Bekjendskab med Legendre, Cauchy og Hachette samt et Par mindre Mathe-
matikere men ret flinke Monsie@aigey Redacteur af Bulletin des sciences
etc. og Herrn Le-jeune Dirichlet en Preusser, som forleden Dag kom op til
mig da han ansaae mig for sin Landsmand.” (N. H. AbBlL Holmboe, Paris
1826. 143)

ABEL'’s store vaerdsaettelse aAhGcHY’s matematik er velkendté men liged er hans
vurderinger af GucHY’s personlighetf, og det er tvivisomt om de har udvekslet matem-
atiske ideer i noget betydeligt omfang. EfteBBAL — sikkert i CRELLE’S bibliotek i
Berlin — havde stiftet bekendskab med@cHY’s Cours d’analysé ) og var blevet
“‘omvendt” til CAUCHY'’s nye stringens (se afsrit2.1), fik han i Paris muligheden for at
falge CAuCHY'’s arbejde @ naermeste hold gennem hans publikationeeAberettede i
sine breve, at han med udbytte havde laeat €HY’s afhandlinger Exercises des mathe-
matiques Men hvis han opaede kendskab til &JCHY’s spirende teori for kompleks in-
tegration, udnyttede han den ikke i sine arbejder om elliptiske funktioner (se a3t

| Paris arbejdede BEL i solitude med sine matematiske problemstillinger. Med hen-
blik pa indlevering tilAcacemie des Scienceslarbejdede han sin stoRarisafhandling
om integration af algebraiske differentialformer, hvis skaebne det blev at blive forelagt
akademiet 1826, forlagt, fundet og publiceret 1841, atter forlagt, og genfundet®1952
ABEL'’s direkte udbytte af de etablerede Paris-matematikere syiedes at have veeret

& 410436).

Opersonoplysninger fras( E680).

e A1436-1437).

2 598).

13(N. H. Abel—Prof. Hansteen, Paris 1826. Ari 139-41)og (N. H. Abek:B. Holmboe, Paris
1826. In 143-47).

YEX. (N. H. Abel-B. Holmboe, 1826: 1 16) citeret nedenfor og “[...] han er den Mathe-
matiker som for neerveerende Tid veed hvorledes Mathematiken skal behandles. Hans sager ere fortreeffe-
lige” (N. H. Abel—B. Holmboe, Paris 1826 143) .

15k x. “Cauchy er fou, og der er ingen Udkomme med ham” og “Cauchy er umaadelig catholsk og bigott.
En saare forunderlig Ting for en Mathematiker” (N. H. AbdB. Holmboe, Paris 1826 243).

16( )
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begreenset. Kontakten medcRUES FREDERIC SAIGEY (1797-1871Y, redaktaren @
FERRUSACS Bulletin, gav ham muligheden for i et reviev ) at preesentere sit
bevis for umuligheden af at Igse den generelle femtegradsligning algebraisk for et fransk
publikum. Gennem sine brevvekslinger meddBi blev den aldrende EGENDREKIar

over ABEL'’s arbejder indenfor elliptiske funktioner; og det var pEGENDRES foranled-

ning, at de parisiske matematikere for alvor kom til at kende siEAs eksistens — stort

set dog farst efter den var ophgart.

Opsummering. Selvom ABEL var opvokset i Norge var hans matematiske lgbebane
saledes neert forbundet med derain streammatematik, der blev bedreveé kontinen-

tet, iseer i Frankrig og Tyskland.8EL havde studeret de samme mestre, som udgjorde
traditionen for kontinentale matematikere, og han havde besggt to af de stgrste matema-
tiske centre. Kun @ttingen havde han undgt, naske direkte for at undgmgdet med
GAuss'®. Under sin Europa-rejse havdeAL, foruden at opa gget adgang og kendskab

til den nyeste litteratur,det skaffet sig mulighed for at publicere sine arbejder. Gennem
iseer RELLE’s Journalkom ABEL’s matematik til at & omfattende indflydelsedpstore

dele af den kontinentale matematik i 1800-tallet.

2.2 Emnemaessig periferi?

ABEL'’s geografiske baggrundyperiferien er aledes ikke en hindring for at benytte hans
matematik som en indfaldsvinkel til udviklingen af matematikken i starten af 1800-tallet.
En anden, og dybere, indvending kunrég® det faktiske omfang af BEL's matematiske
arbejder. Dels spaender de ikke otetedet matematiske univers, som datigl i starten
af det 19 arhundrede, og dels er hans publikatioréefagallige, at der er en del spgrgahm
de ikke vil veere i stand til at besvare. | det fglgende vil jeg kort beskriBeLAs bidrag

til hans tre “kerne-felter” og seette dem ind i et feelles perspektiv. Ved at sestte’A
arbejder ind i deres kronologiske sammenhaeri®ehjeg til dels at ontgden begraen-
sning, deresdtallighed kunne synes at laegge op til. | af$hit.4vil jeg beskrive nogle af
de begraensninger, somBAL’s emnevaldaegger @ udtrykskraften af ethvert studium af
matematikken, som tager et udgangspunkt som mit.

2.2.1 Stringens og reekketeori

Binomialszetningen. ABEL'’s betydning for den i 1800-tallebetydningsfulde diskus-

sion om matematikkens (analysens) grundlag begraenser sig til teorien for uendelige reekker.
Endvidere begreenserskL’s publikationer om raekketeori sig til blot to: et bevis for bi-
nomialsaetningen/( )} og en polemik med buis OLIVIER'® omkring generelle
konvergenskriterier A ). Nar der alligevel tales om BeL's rolle i den nye
stringens-beveegelSe skyldes det ikke mindst at nogle af de breve, han sendte hjem fra

"Personoplysninger fras( (5689).

18\/isse af ABEL’s breve kan tydes i denne retning, f.x. (N. H. AbgProf. Hansteen, BerlinA
20) og (N. H. Abel-Prof. Hansteen, Dresden 182&: 2124).

19Bortset fra navnet har det — indtil videre — vaeret umuligt at finde information @ik OLIVIER.
Se ogé fodnote?? side??i bilaget.

20F %, 585-91).
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sin Europa-rejs€, tegner et levende og spaendende billede af en “ny-omvendic@y -
inspireret matematiker:

“Alle mine Kreefter vil jeg anvende paa at bringe noget mere Lys i det
uhyre Mgrke som der uimodsigelig nu findeAmalysen Den mangler saa
ganske al Plan og System, saaat det virkelig er hgist forunderlig at den kan
studeres af saa mange og nu det veerste at den aldeles ikke er streeng behan-
dlet. [...] Naar man blot gaaer almindelig tilveerks saa gaaer det nok; men jeg
har maattet veere seerdeles forsigtig, thi de engang uden streengtBadis(

Bevis) antagne Seaetninger har slaaet saa dybe Rgdder hos mig at jeg hvert
@jeblik staaer Fare at bruge dem uden ngiere Prgvelse.” (N. H-APeif.
Hansteen, Dresden 1826 7 22-23)

Det mest sammenhaengende synrgekketeorien, vi kan udlede fraBAL's vaerker
stammer fra indledningen til hans bevis( ) for binomialsaetningen

Theorem 1 (Binomialsaetningen)Under passende antagelser anog m (som det var
en vigtig opgave i starten af 1800-tallet at afgare), er

(m—1) , mm—1)(m—-2) 4
5 xr° + 5.3 o+ ...

(1—|—x)m:1—|—mx+m

Denne saetning var blandt analysens vigtigste hjeelpemidler og udgjorde et af de cen-
trale redskaber f.x. i ELER’s udvikling af funktioner i potensraekker. Szetningamtradi-
tionen fra EJLER via LAGRANGE ogsa til grund for hele den hgjere analyse, differential-
og integralregningen, idetA¥ LOR’s formel typisk blev bevist derudfra.

Fra flere sider blev binomialseetningen i starten af 1800-tallet udsat for kritik for ikke
at veere tilstreekkelig omhyggeligt beviséledes udgav filosof-matematikereB ®NARD
BoLzANO (1781-1848) et forsgg @ et mere stringent bevis. Binomialsaetningen
indtog ogé en central position i &UCHY’s laerebogCours d’analysg ), og kade
BoLzANO og CAUCHY opbyggede, uafhaengigt, deres nye reekketeahigttet mod denne
seetning. Forfeerdet, som han var, over de mange seetninger i analysen, som blev anvendt
uden tilstraekkeligt bevis, skrevBEL hjem til HOLMBOE:

“Jeg troer ikke Du skal kunne fremseaette for mig mange Saetninger hvori
der forekommer uendelige Raekker, imod hvis Beviis jeg ikke skal kunne
gjere grundede Indvendinger. Gjar det, saa vil jeg svare Dig. — Selv Binominial[']-
Formelen er endnu ikke streengt beviist. — Jeg har fundet at man har

(1+x)m:1+mx+Ww2+...
for alle Veerdier afm naarxz er mindre endl. Naarz er lig +1 har man
den samme Formel i det Tilfeelde at er > —1 men ellers ikke, og naar
x = —1 finder ikke Formelen Sted undtagen naaer positiv. For alle andre
Veerdier afr ogm er Reekken +max+etc. divergent. Det Taylorske Theorem,
Grundlaget for hele den hgiere Mathematik er ligesaa slet begrundet. Kun eet

2lsger (N. H. AbelProf. Hansteen, Dresden 1826./i 122-26), (N. H. Abel=B. Holmboe,
1826. In 213-19)og (N. H. AbebB. Holmboe, Paris 1826. I 151-52).
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eneste streengt Beviis har jeg fundet og det er af Cauchy i hans Reafesn
lecons sur le calcul infinitesimal.” (N. H. AbelB. Holmboe, 1826.
1 16)

| artiklen ( ) offentliggjorde ABEL et bevis for binomialsaetningen om
hvilket han selv sagde:

“Jeg tar sige at det er det farste fuldkommen straenge Beviis for Binomial-
formelen i alle mulige Tilfeelde” (N. H. AbekB. Holmboe, Paris 1826
1 52)

For at behandle binomialsaetningen med deres nye krav til stringens ltaed €sucHY
0og BoLzANO som ABEL brug for centrale begreber som konvergens og kontinuitet.
Hos CaucHY hentede AEL sine definitioner omkring konvergens af raekker og konti-
nuitet af funktioner, formuleret ved hjeelp af infinitesimaler, som det stadig var almin-
delig praksis. BEL overtog ogd CAUCHY’s doktrin om at forbyde divergente, adts
ikke-konvergente, reekker fra analy$€mBEL’s bevis byggede videre3pCAUCHY'’s og
udnyttede de samme ideer, hvoriblandt flede tibage til EULER. Centralt stod dog fra
og med QWCHY anvendelsen af definitionerne af kontinuitet og konvergens, saetninger
om raekkers multiplikation, og medskL en afklaring af tilfeeldet, hvor eksponenten var
et komplekst tal.

Konvergensbegreber. Blandt de mange begreber i analysen, som fik en ny position og
et nyt indhold i 1800-tallet er konvergensbegrebet. | midten af 1700-tallet havdere
arbejdet med et funktionsbegreb, som indholdt et moment af totalitet: en funktion var givet
ved et udtryk og udtrykket havde mening i et totalt domaene, hyppigst de komplekse eller
reelle taf®. Eftersom reekker og funktioner var ulgseligt forbundne, blev opfattelsen af
reekkeralgebraiskog formel Saledes ville EJLER tale om lighed mellem, for eksempel,

de to udtryk

1 = .
m‘)gnz;il?,

da den sidste fremkommer af den farste gy divisiort*.

| starten af 1800-tallet skete et skift veek fra denne formelle, algebraiske opfattelse af
lighed mellem funktioner. | stedet fokuseredésgn numerisk, aritmetisk lighed baseret
pa graenseveerdibegrebet, som formaliseres netop til detté@fér@entralt blev konver-
gensbegrebet, som IADCHY'’s trend-skabende version lyder:

“Lad

Sp = Uy + UL+ U+ ... + Up_1

223e f.x. “Divergente Raekker ere i det Hele noget Fandensskab, og det er en Skam at man vover at grunde

nogen Demonstration derpaa.” (N. H. AbeB. Holmboe, 1826/ 216)
2 ) 12).
2 511-12).

25For overgangen fra den algebraiske til den aritmetiske opfattelse af raekker, sedser(198y og
( J2 For formaliseringen af graenseveerdibegrebet, sedsal{ »80-87).
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veere summen af de farstded, hvorn betegner et vil&rligt helt tal. Hvis, for
stadigt voksende veerdieraf summers,, naermer sig ubestemt til en bestemt
greenses, siges raekken at veef®nvergentog den omtalte greense kaldes
reekkensum Omvendt, hvis summey), ikke naermer sig nogensomhelst fast
graense ar n vokser ubestemt siges reekken at vairergentog har [da]
ingen sum

Tidligere havde der eksisteret et andet konvergensbegreb, nemlig at leddene aftog
monotont mod nul (eventuelt fra et vist trin), som var blevet benyttebedIsEILER?’,
som EAN LE ROND D’'A LEMBERT (1717-1783¥ og Gauss™. Men det er QUCHY's
fortjeneste at fundere konvergensbegrebet i greenseveerdibegretiesebgsm det for
en tid betgd at man skulle vende sig til et nyt indhold af begrebet. Det er karakteristisk
for CAUCHY’s tilgang til stringens, at han overtog eksisterende sproggyrigorimod
BoLzaNoO undlod at bruge det allerede ibrugveerende ord “konvergent” i forbindelse med
sin revision af reekkelaerén

Til brug for beviset for binomialseetningen var det ngdvendigt at betragte reekker af
funktioner | den forbindelse konfronteredesAL sin leeremester &JCHY med enund-
tagelse(* Ausnahmé) — vi ville kalde den et modeksempel — til en central seetning.

Om reekker af funktioner havdeADCHY i Cours d’analysdremsat fglgende seet-

ning®?:

“Nar de forskellige led i raekken (1) [dv8g, ui, us . . . U, Upi1,&C.. . ]
er funktioner af en og samme variahebg kontinuerte med hensyn til denne
variabel i en omegn af en partikulaer veerdi for hvilken raekken er konvergent,
sa vil summen ogs, i omegnen af denne partikuleere veerdi, veere en kontin-
uert funktion afz.”33

Beviset havde GUCHY givet i en verbal praesentationsform. Han argumenterede for,
at hvis man betragtede raekken

u0+u1+...+un+un+1—|—...,

264 Soit
Sp=Ug+ur+us+...+up_1

la somme des: premiers termesy désignant un nombre entier quelconque. Si, pour des valeurs de
toujours croissantes, la sommg s’approche indfiniment d’'une certaine limitg, la srie sera ditecon-
vergente et la limite en question s'appellera fommede la €rie. Au contraire, si, tandis que croit
indéfiniment, la somme,, ne s'approche d’aucune limite fixe, large seradivergente et n'aura plus de
somme’ ( 1123)

21 /143).

28( 99-101).

2( ) 163).

30( h101).

3 /80-82).

325getningen er omdiskuteret i den nyere matematikhistorie, i lyset af ikke-standard analyse. Se f.x.
( 7 Yfor preesentationer, der tager infinitesimalerne serigst og argumenterer

for, at CaucHY ingen fejl begik.

33« orsque les differens termes de krie (1) sont des fonctions d’'uneéme variabler, continues par
rapporta cette variable dans le voisinage d’une valeur partcelpour laquelle lagie est convergente,
la sommes de la €rie est aussi, dans le voisinage de cette valeur pagfeylfonction continue de.”

( 1131-132)
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delte den eften led, og gawr den uendelig lille tilvaekst, sa ville den farste dek,,, veere
et polynomium og aendringen deraf ved atftaz til 2+ « ville forsvinde, uanset veerdien
af n. Bidraget fra halen,, (x + «), kunne endvidere ggres “umeerkeligt”, ligeserz)
selv, ved blot at veelge stor nok. Denne formulering skjulte at detder skulle gare
r, (z + «) lille kunne afheenge af og vokse ubegreensetam aftog.

Til denne seetning praesenteredBrA sinundtagelse

“Det synes mig dog som om denne saetning tillader undtagelaed&s
er f. eks. raekken

1 1
sin ¢ — §Sin2¢—|— §sin3¢—... 0.S.V.

diskontinuert for enhver veerd2m + 1) = af x, hvor m er et helt tal. Som
bekendt findes mange raekker med lignende egensk#ber.”

Den reekke, BEL gav som eksempel varduRIER-raekkeudviklingen af funktionen
T gform € |—m,m.

Reaekkeudviklingen var blevet fundet abBRIER selv, og ABEL naevnte den fgrste gang
i et brev afsendt under hans fgrste ophold i BétliDen saetning (V), som fodnoten
optreeder i forbindelse med, udggBAL's svar @ denne “undtagelse” til QJCHY’s
saetning. Hvor GucHY havde haevdet, at summen af en &ifkg raekke af kontinuerte
funktioner var en kontinuert funktion, begreensedBeA sig til en klasse af raekker,
hvor konvergensen lignede potensraekketheSBEL s@gte i lighed med den umiddel-
bart fore@ende saetning IV (se nedenfor) at bevise, at hvis

Uo+U15+U252—|—...

var en raekke, hvoriy, vy, ... var kontinuerte funktioner af pa intervallet|a, b[, sa var
reekken

f(z) =vy +via+wvea® + ...,

for a < ¢, konvergent og udgjorde en kontinuert funktionrgfa intervallet. For at forst
ABEL'’s bevis er det ngdvendigt at sammenholde det med hans saetning IV.
| seetning IV havde REL bevist, at hvis reekken

f(x)Zvo+v1a+v2a2+...+vm06m+~w (2.1)

34Es scheint mir aber, daR dieser Lehrsatz Ausnahmen leidet. So ist z. B. die Reihe
. 1 . 1.
sin ¢ — 3 sin 2¢ + 3 sin3¢ —...U.S.W.

unstetig fir jeden Werth(2m + 1) = von z, wo m eine ganze Zahl ist. Bekanntlich giebt es eine Menge

von Reihen mighnlichen Eigenschaften. > 316, fodnote)

35(N. H. Abel—B. Holmboe, 1826 118) .

36Denne begraensning til kun at betragt#ensraekkeisom synes at udgare en sikker grund for analysen,
kan spores i BEL's breve, f.x. (N. H. Abel-Prof. Hansteen, Dresden 182%&: 222). LAKATOS

har set dette som et eksempalgen mekanisme i matematikkens udvikling, som han benaexaeption
barring ( ; 133-136).
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hvoruvg, vy, . .. i modsaetning til seetning V var konstanter, var konvergentfer j, sa var
reekken ogd konvergent for enhver mindre veerdi@f Endvidere ville det veereaslan,
at for aftagendes ville f (o — (3) neerme sig graensef(a) nar a < §. Dette er alta
det velkendte resultat, at potensraekker konvergeréopvergensintervallet (konvergen-
scirkelen, hvisy havde kunnet veere kompleks) ogrdremstiller en kontinuert funktion.
For at bevise denne seetning deltBeA raekken op i

v v+ ... Fu,_d™t = ¢(a) og

V@™ + U1 @™ = Y (a).

Han argumenteredés— ved hjaelp af en anden foru@gnde seetning |1l — for
_ g m m g m—+1 mal g m
1[)(04)—(5> Um0 —l—(5> Uppt10 ~~<<5) Ds

hvorp betegnede den starste blandt stzrrels%@é;o v, 0% U > O}. Atdenne maengde

er opadtil begreenset argumenteredeeA ikke for; det er en simpel konsekvens af, at
raekken P.1) er konvergent. Rir dette var gjort, valgte BEL m sa stor, aty (o) = w,
hvorw var ABEL’s symbol for en infinitesimal. Vedésat veelges lille, fandt han

¢(a) = (o= f) =w,

0g kontinuiteten var bevist.

Beviset for saetning V er, som naevnt, neert besleegtet med dehéoreg. | beviset for
seetning V ind@r en starrelsé (x), som spiller samme rolle somovenfor. Hvor man
maske kan overbevise sig om, aBAL havde indset at starrelsenvar endelig, er det
derimod klart, at han ikke havde indset, at selvb(m) er endelig for ethvert, kand (x)
godt veere ubegraenset som funktionraMed vores moderne notation og opfattelse af
greenseovergange som endelige processer, er det muligt for os at argumentere omkring
disse forhold. Men hos BEL er disse argumenter hovedsageligt verbale, og da han kun
har eet symboly, i brug for alle infinitesimale starrelser, kom han ikke til disse overve-
jelser. Det blev i stedet den naeste generatianp8sL ( ) 0g STOKES ( ), som
preeciserede disse forhold RGCHY's bevis @pegede at det var muligt at det nadvendige
n voksede ubegraensetam aftog. Dermed banede de vejen fob-analysen som den
fandt sit udtryk hos VEIERSTRASS Efter at have “reageret”gABEL’s undtagelse med
tavshed i et kvarrhundrede forelagde ADcHY i 1853 en kort artikel forAcacemie
des Sciencés Deri “reparerede” GUCHY sin saetning ved at indfare et yderlige krauv til
konvergensen, svarende til hvad vi i dag kaldeiform konvergens

Konvergenskriterier. Efter CAuCHY havde indfart det numeriske konvergensbegreb,
ifalge hvilket en raekke siges at konverge@ wens afsnitssummer naermer sig en fast
greense, blev det vigtigt at udvikle redskaber til at afggre hvorvidt givne reekker var kon-
vergente eller divergente( »106-109). Store dele af kapitel 6 i laerebogen
Cours d’analyser helliget G.ucHY’s udledning af flere generelle kriterier, der agdag
spiller centrale roller i analysen: kvotientkriteriet, rodkriteriet og logaritmekritériet

37( )
38F.x. for reelle reekker( 1132-147).
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I( ) offentliggjorde en matematiker ved naviolis OLIVIER en artikel i GRELLE’S
Journal hvori han haevdede at have bevist, at hvis produkigtforsvandt forn = oo, sa
ville reekken) ">, a,, veere konvergent. | modsat fald, heevdede\@ER, ville reekken
veere divergent. | et svagmlenne artikel, trykt i den fglgendegang, tog BEL en generel
formulering af problemet ofi. Efter at ABEL farst illustrerede, hvorledes raekken

o0

1
anogn

n=2

udgjorde et modeksempel mod @IER’s pastand, tog han muligheden fddanne kon-
vergenskriterier op til revision. Ved et kort, nydeligt argument viste han, at ethaexdin
at finde kriterier som det fremfgrteatte skuffes. Han beviste nemlig ud fra uligheden

log (1+2) <z,

at uanset hvilken funktio af indices0,1,... man betragtede, ville der kunne kon-
strueres divergente raekker for hvilkgn)a, — 0 og konvergente raekker for hvilke
¢ (n) a, — 00.%° Det var alt& generelt

“umuligt at finde en funktionsn saledes at en vilkrlig reekkeay + a; +
as +as+ ...+ a, + ..., hvori viantager at alle leddene er positive, er kon-
vergent hvispn - a,, er nul forn = oo og divergent i det modsatte tilfaeld&.”

| umiddelbar forbindelse med #EL’s svar @ OLIVIER's artikel fik OLIVIER mu-
lighed for at preesentere sine argumenter igen. Han argumenterede da geometrisk og
abenbarede noget af den intuition, der havde ledt ham til resultatet i farste omgang. Det
er sledes tvivisomt, i hvilken grad #€L’s svar tilfredsstillede hans samtidige.

Opsummering. ABEL behandledd®inomialraekkerat toarsager: dels var han — igen-
nem at leese ®UCHY — blevet draget til kritisk at betragte analysens fundament, for
hvilket binomialformelen spillede en vaesentlig rolle, dels kunne han udfykalessitshende
spargsmal i CAUCHY’s Cours d’analyse/ed at bevise binomialsaetningen for komplekse
eksponenter. | forbindelse med udarbejdelsen af de reekketeoretiske forudsaetninger be-
meerkede BEL enundtagelséil en saetning hos BUCHY, men eftersom AREL var ligesa
dybt funderet i infinitesimalerne, der i denne forbindelse fuldsteendig skjulte problemets
arsag, opaede han ikke indsigt i den bagvedliggende fejl.

Sikkert og# inspireret af @ucHY’s undersggelse af konvergenskriterier for raekker,
og maske opfordret af ELLE, undersggte BAEL et konvergenskriterium, somi@vIER
havde praesenteret RELLE's Journal Selvom han ved et modeksempel fandt, at kriteriet
ikke kunne veere korrekt, stoppede han ikke der. | stedet gik han videre og beviste — ved
et modstridsargument — atgenkriterier af den omtalte form kunne eksistere. En sam-
menligning af ABEL’s sprogbrug i de toefutationer(CAUCHY'’s saetning og QIVIER’S
kriterium) afslgrer en ung og ambitigs matematiker, der ikke kan tillade sig at udbasunere

39( )

a0( . 80-82).
414...] il est impossible de trouver une fonctigm telle qu’'une &rie quelconquey + a; + as + as +
...+ a, + ..., dont nous supposons tous les termes positifs, soit convergente -si,, est £Zro pour

n = oo, et divergente dans le cas contrdiig’ 2.80)
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sine mestres fejl alt for kraftigtgpskrift. Formuleringer som “undtagelse” og “synes ikke
at veere helt korrekt” preeger publikationerne, hvorimaEA i notesbggerne drager mere
vidtreekkende konsekvenser af modeksemplerne.

Som ABEL selv naevnte i sit brev til INSTEEN (se p.7), skete hans “omvendelse”
til CAUCHY’s stringens i lgbet af Europarejsens farste del. | sin studietid i Norge havde
ABEL studeret 1700-tallets mestre, isaenER, og spor af den formelle tilgang til reekker
kan findes i BEL's tidlige notesbgger, f.x/( ). Ved at sammenholde udviklingen
i ABEL’s tilgang til reekketeorien med hans arbejder indenfor elliptiske funktioner (se
afsnit2.2.2 haber jeg at kunne kaste lys over denne omvendelsesproces.

ABEL'’s effektive brug af modeksempler er et andet aspekt jeg vil forfglge yderligere.
| forbindelse med indfgrelsen af de mange nye begreber i 1800-tallet blev modeksem-
pler hyppigt anvendt i bestemmelsen af begrebernes ekstensitedeS indtager f.x.
CaucHY'’s uendeligt ofte differentiable funktioerz%, som ikke falder sammen med sin
TAYLOR reekke i mere end et purikt DIRICHLET’S intetsteds kontinuerte funktiéh) og
KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815-1897)Monstef* deres roller som
begrebsbegreensere i 1800-tallet. Funktioner viste at LAGRANGE'S tilgang til dif-
ferentialregningen gennem raekkeudviklinger ikke kunne indfange denne (og uendeligt
mange andre) funktioner; IRICHLET understregede forskellen mellem \Altige og kon-
tinuerte funktioner; og WIERSTRASSS kontinuerte, intetsteds differentiable funktion
afklaredearhundredets forvirring af kontinuitet og differentiabilitet. BAL's og hans
samtidiges veerker optreeder modeksempler i tilsvarende roller. Med udgangspsekt i A
og udvalgte blandt hans samtidig&der jeg at kunne studere den tidlige, positive og kon-
struktive anvendelse af modeksempler i matematikken samt disse modeksemplers status
for matematikerne.

2.2.2 Elliptiske funktioner

Et af de starste forskningsfelter i 1800-tallets analyse var studiet eldddselliptiske
funktionersom er omvendte funktioner télliptiske integraler Lige siden man umid-
delbart efter differentialregningens opfindelse i slutningen af Z@de var begyndt at
studere transcendente funktioner (kurver), havde man stiftet bekendskab elkptd&e
integraler, som er integraler af formen

P (z) dx
\/ R4 ({L‘)

hvor P og R, er polynomier, og graden at, er 3 eller 4. Disse integraler var transcen-
denter (i.e. ikke-algebraiske funktioner), som heller ikke kunne reduceres til de kendte
0g accepterede transcendenter: trigonometriske funktioner og eksponential- og logarit-
mefunktioner. De blev i stedet betegnet “hgjere-ordens transcendenter” og blev anset for
dennzestelasse af transcendente funktioner. Nawiiptiske integraletar de &et, fordi
rektifikationen af ellipsen viste sig at give anledning til bestemmelsen atlars integral;

deres praktiske anvendelser er mange, bare indenfor rektifikation af kurver.

42 2277). Eksemplet gentagekecons sur le calcul di#irentie| 1829 ( ; Ser.
2,vol. 4, p. 377-395).

a3 ) 169).

44(Weierstrass:P. du Bois-Reymond, 1873. Iri ,2199-201). Brugen af benaevnelsen

Monsterknytter an til ( yog ( : ).



14 KAPITEL 2. FRA PERIFERI TIL CENTRUM

| 1700-tallet blev disse integraler studeret afstore matematikere SonUEER, LA-
GRANGE, 0g ADRIEN-MARIE LEGENDRE (1752-1833). Et af BHLER's vaesentligste
bidrag var den &kaldteadditionssaetningder siger at summen af to vaerdier af det speci-
fikke integral af formen

/’” dt N /y dt
0 \/R4 (t) 0 v R4 (t)
kunne skrives som endnu et integral af samme form
/ = dt
o VRi(t)
hvor z var givet algebraisk ud fra og y. Et af LAGRANGE'S vaesentligste bidrag var at
sgge standard former for elliptiske integraler, og dette projekt ble& gganemfart af

LEGENDRE der reducerede samtlige elliptiske integraler til de tre arter gengivet i tabel
2.1

Art Integral iz Integral 1)
dx
Sk f £ (1—z2)(1—k222) f V11— k2sm
2. art f\/ lk;‘“ 1— k2sin? ¢ do
3. art f (1+n12)\/( m2)(1—k2x2) f <1+nsin2¢)\/l—k2sin2¢

De variable og z, er relaterede ved = sin ¢.

Tabel 2.1: LEGENDRES klassifikation af elliptiske integraler

Efter at have reduceret alle elliptiske integraler til disse tre standard former, opbyggede
LEGENDREen omfattendéransformationsteorihvis formal det var at beskrive veerdien
af et givent integral hgrende til parametréneg . i forhold til veerdier af andre integraler
hgrende til andre parametre. Dette udviklede sig snart til en i hgj grad regningsbaseret og
ret kompliceret matematisk teori; en stor del a&fdENDRES arbejde indenfor feltet var
beskeeftiget med at producere numeriske evalueringer af elliptiske integraler.

Inversion af elliptiske integraler. Fgrste gang de elliptiske funktioner krydsedeeA’s
matematiske bane var i 1821, da#DINAND DEGEN (1766-1825) havdeakt tilsendt
ABEL’s formodede Igsning til den generelle femtegradsligning (se atsaid. | sit svar
— stilet til HANSTEEN — foreslog DEGEN, at ABEL lagde den sterile ligningsteori til
side og i stedet kastede sig over disse elliptiske transcendenter:

“Neppe kan jeg ved denne Anledning undertrykke det gnske, at den Tid
og de Aandskreefter et Hoved, som Hr. A.HAL] skjeenker en i mine @ine
noget steril Gjenstand, maatte ydes et Emne, hvis Uddannelse vil have de
vigtigste Fglger for hele Analysen og dens Anvendelse paa dynamiske Un-
dersggelser, jeg mener ddliptiske TranscendenteiMed tilbarligt Anlaeg
for Undersggelser af dette Slags vil den alvorlige Gransker ingenlunde blive

45( 5295-296).
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staaende ved disse ellers i og for sig selv hgyst maerkveerdige Functioners
mange og smukke Egenskaber, men opdage maghellanske Gjennemfarter til

store Partier af eet og samme uhyre analytiske Ocean.” (Prof. Belgeof.
Hansteen, Kjbenhavn 1824! ) 93-94)

Det er uklart praecist hvoam ABEL tog opfordringen op, men i hvert fald under sit
besgg i Kgbenhavn 18Z%3havde han kastet sig over studiet af disse transcendenter. | et
brev til HOLMBOE afslgrede han endda mere end det: han vaa ogst til det trick, der
skulle blive grundlaget for hele hans bidrag til teoriendtiptiske funktioner

“Den lille Afhandling som Du erindrer handlede om de omvendte Func-
tioner af Transcendantes elliptiqves, og hvori jeg havde beviist noget umueligt
har jeg bedet ham [BGEN] leese igjennem; men han kunde ikke opdage no-
gen Feilslutning, eller begribe hvori Feilen stak; Gud veed hvorledes jeg skal

komme ud deraf.” (N. H. AbelB. Holmboe, Kjbenhavn 1823: :
5)

Den helt fremtreedende nye ide hos8® var at vende tilgangen til de elliptiske funk-
tioner & hovedet. Tidligere havde man studeret integralegelisom en funktion atien
gvre greensemen ABEL foreslog i stedet af betragte den omvendte funktion. | sin farste
publikation indenfor feltetRecherches sur les fonctions elliptiqyes27), skrev ABEL:

“Jeg seetter mig for, i denne afhandling, at betragte den inverse funktion,
det vil sige funktionenba bestemt af ligningerne

00
a = [ ————0g
/m

sinff = ¢(a) = .
[...] Ved at antage atar = = far man i kraft af det foregende:

X

’ 9 n47
o= /0 Nl ) (2.2)

46ABEL besggte det matematiske miljg i Kebenhavn i perioden sommeren 1823 financieret ud af profes-
sor SIREN RASMUSSENS (1768-1850) lomme 273, 589)

44 “Je me propose, dans ceémoire, de consigrer la fonction inverse, c'esi-dire la fonctionga,
détermirée par le€quations

o0
“ - /\/(102511129) ets!
¢la) ==

sinf =

[...] En supposant, qu¢a = x, on aura en vertu de ce quiquede:

¢ ox i
‘T /0 VI = c2x?) (1 4 e222)]’ ( ; 102-103)
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ABEL betragtede altsinversion af elliptiske integraler af farste art (se tab#l — for
hvilke standard formen hosBkL var (2.2). De derved fremkomne funktioner kaldte han
elliptiske funktioner(af farste art)°. Overgangen til at betragte de omvendte funktioner
kan i dag synes ganskbenlys, men for den store mester indenfor feltetGENDRE,
var det en hindring til at for&t ABEL’s argumenter, som han aldrig overktirOg skiftet
havde virkelig vidtreekkende fordele. For eksempel kunneeR’s additionssaetning nu
ganske enkelt udtrykkes som

o(x)+o(y) =9 (2),

hvor z var givet algebraisk ved ogy. Netopadditionsformlerskulle komme til at indtage
en meget central placering iBkL’s videre studier af de elliptiske funktioner.

Som ABEL bemeerkede, var dennmversiongyldig pa intervallet frao til % hvor
integranden var positiV. Ved at substituere-z for x fandt han, at inversionen oggjalt
for intervallet fra—% til 0, idet ¢ var en ulige funktion. BEL indfarte $@ veerdien, som
kaldes defarste fuldstaendige integral

w . ox
Y e &2)

og havde alta fundet veerdien af (o) for o € [—%,<].
Elliptiske funktioner af en imaginaer variabel. Hvis inversionen beskrevet ovenfor

var et problem for &EL’s samtidige, & kan man som moderne laeser forblgffes over hans
naeste skridt. Han skrev ganske simpelt:

“Ved i (1.) [dvs. ligningen¢a = x] at seetteri i stedet forz (hvor i,
for kortheds skyld, repraesenterer den imaginagere stgrélse og betegne
veerdien afy med i, sa bliver

i

i =@ (ﬁ@) 09l = /0 \/(1 ¥ 02;1;2) (1 — eQIEQ).

j3 er reel og positiv, &r = ligger mellem0 og +"*°

Som det frem@r af citatet udfarte AEL altsa en formel, imaginger substitution i inte-
gralet. | analogi med det farste fuldstaendige integte) (indfarte han da

B / . ox
2 o /(1 +c2?) (1 —e2a?)

4STidligere, f.x. hos IEGENDRE havde termerelliptiske funktionogsh veeret benyttet for det, jeg her
konsekvent har bengevalliptiske integraler Efter ABEL blev denne skelnen almindelig praksis.

48( {187).

4TABEL’s inversion er fremstillet i I (kap. 1).

48“En mettant dans (1} au lieu dex (ou 4, pour abéger, repgsente la quanéitimaginairey/—1) et
déesignant la valeur de par i, il viendra

| €

X

. - ’ d

/3 est el et positif depuis: = 0 jusqua z = <" ( 7 104)
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som betegnes dandet fuldstaendige integralentralt for ABEL’s argumentation var det,

at han derveéandtveerdien af funktionen for o« = gihvor3 € [—%, %]. Der er ikke tale
om, at ABEL defineredeveerdien afy for imagineere argumenter, men derimafdaekkede
eller fandt han disse vaerdier ved oveashde imaginaere substitution (se endvidere ne-
denfor).

v

| &

o €

Figur 2.1: ABEL’s udvidelse til det komplekse rektangel

Efter shledes at hav@undetvaerdien af funktioner for argumenter i intervaller
den reelle og den imagineere akse fortsateEAtil at findeveerdien afy for argumenter
af formena + 3i hvora € [—%,%] og 8 € [—2,2]. Med en geometrisk opfattelse af de
komplekse tal, som BEL ikke viste noget tegn®at benytte, endsige haveer der alta
tale om at bestemmeg pa rektanglet illustreretpfigur2.1. ABEL bestemte veerdien af
pa dette komplekse rektangel ved hjeelp af de centrale additionsformigrifasse havde
han udledt ved blandt andet at differentiere funktiogemmg hvis de &ledes skal have
gyldighed for imagineere argumenter, har hanaaitaplicit involveret en differentiation
af en kompleks funktion.

Det sidste trin i MEL’s introduktion af funktionen bestod i at bestemmgs veerdi
for samtligekomplekse argumenter. Til dette benyttede han den dobbelte periodicitet af
¢, som han havde udledt fra additionsformlerne og en bestemmelse af singulariteterne
(nulpunkter og poler) for den elliptiske funktian

ABEL's tilgang til den elliptiske funktiony kan alté karakteriseres ved falgende over-

sigt:

1. ABEL indfarte den elliptiske funktionp (o) = x, som denomvendte funktioaf
integraletn = [ 7 du ) pa intervalleto € [0, £].

1—c2x2)(14e2x2

49Man kan se af udinsprotokollerne fra Universitetsbiblioteket i Chrisitiania, @& har haft Ant det
nummer afDet kongelige danske Videnskabernes Selskabs Skhfteri WESSELs afhandling
) var trykt. Det er dog mest sandsynligt, aBAL lante nummeret for at konsultere en afhandling af
DEGEN ( Y deri. Hvis ABEL pa noget tidspunkt leeste B$SEL's geometriske fortolkning af
komplekse tal, gjorde harggntet tidspunkt brug af den.
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2. Daintegralet var en ulige funktion, var(—«) = —¢ («), 0og ABEL havde bestemt
¢ paintervallet[—%, ¢].

3. Ved at foretage en imaginzer substitution— zi i integralet,fandt ABEL veerdien

af ¢ (3i) for g € [-%,%].

4. Ved hjeelp af additionsformler fas, som han havde bevist ved hjeelp af bl.a. differ-
entiation afp, fandtABEL veerdien af (a + 3i) fora € [-%, %] ogfd € [-2,%].

5. Endelig, ved hjeelp af den dobbelte periodicitethtabom ABEL ogsa havde bevist
ud fra additionsformlerndandthan veerdien ab («) for et vilkarligt komplekst tal
[O'A

Man ser aledes, at REL trinvist afdeekkede funktionen'’s veerdier for stgrre og
stagrre klasser af argumenter. Der var ikke tale om, adedineredelisse veerdier. | stedet
I& funktioneny som objekt fast og opgaven var at bestemme dens v&tddemnetotal-
itet af domaenet (her hele det komplekse domaene) indenfor hvilket forskriften for funk-
tionen¢ og dens additionsformler er gyldige er heltadrmed EILER’s funktionsbegreb
(se afsnit2.2.1). Den formelle, imaginaere substitution er et andet eksemael 400-
tals argumentation og er helhfinje med, for eksempel,lE.ER 0og LAPLACE®!, Omtrent
samtidig puslede 8&ucHY med sin teori for integration af komplekse funktioner, men der
er alts ikke tale om, at REL pa dette omide fulgte QUCHY i dennes kritiske revision
af analysen. Til brug for frontforskningen synes®L at have veeret tilfreds med 1700-
tallets stringens, hvilket ogsbekrzeftes af hans temmelig lgselige omgang med raekker
indenfor teorien for elliptiske funktioner.

At de objekter, BEL'’s inversion @ledes indfgrte, var vigtige at studere, var 1800-
tals matematikerne ret enige om. Men deres grundlag — deres definition — var en kilde
til megen nyskabende matematik. Flere forskellige ting blev langt til grund for defini-
tioner, f.x. kvotienter mellem uendelige reekker eller produkter og differentialligninger,
fgr man — i en fortolkning byggendeApGEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN'S
(1826-1866) tilgang til komplekse funktioner — endte med at ophgje den dobbelte pe-
riodicitet sammen med funktionens meromorfe natur til en definition. HesLAavde
savel periodiciteten som singulariteternes form veegeinskabersom han med stor mgje
havde udledt, og de fleste moderne tilgange til elliptiske funktioner traledss med
fuldsteendig at skjule BEL’s opfattelse af objekterne.

Lemniskatens deling og AEL’s algebraiske tilgang?. Blandt ABEL’s inspiration til
Recherches sur les fonctions elliptiqueeder QuUsS vaerk Disquisitiones arithmeticae
frem. Deri havde @ussbevist, hvorledes cirklens periferi kunne deleslige store dele
med passer og lineabnn var et produkt af ea-potens og forskellige ERMAT primtalP2,
GAuss havde ved samme lejlighed fremfart, at tilsvarende resultater kunrgsdpn

S0pette Abelske funktionsbegrebvorved betydningen af afdeekkes ved substitutionsoperationen og
ikke omvendt, er glimrende beskrevet\q kap. 1, iseer p. 22).

e /10-23).

52De ligningsteoretiske aspekter af dette afsnit eédgshandlet i bilagets kapiteP.

53 460).
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kurver, hvis rektifikation afhang af lemniskat-integralet

dx
/ (t (2.4)
som ses at veere et elliptisk integral af farste art. Det fi@nad udnsprotokoller, at
ABEL leeste @Quss bog i 1823-1824" og Recherches sur les fonctions elliptiqés
; ) kan ses som BEL's bestraebelsergpat udfylde det af Guss stillede

problem. Allerede @GJLIO CARLO FAGNANO DEI TOSCHI(1682-1766) havde Igst del-
ingsproblemet for lemniskaten i tilfeeldet, hvor antallet af dele var et lige tal.

Baseret p additionsformlerne o@gede AEL at omformulere delingsproblemet for en
generel elliptiske funktion af farste art, i et ulige antal dele til Igsningen af en ligning,
som han skrev som

_ P2n+l (¢ (6))
Qant1 (9 (0))

af grad(2n + 1)2. Selvom denne lignings redder dtikke var algebraisk kendte, havde
ABEL et omfattende kendskab til dem. Dette satte ham i stand til at reducere Igsningen af
denne ligning til Igsning af ligninger af lavere grad — e@ ttan senere skulle videreud-
vikle i afthandlingenMémoire sur une classe particatle ( ) (se afsnit2.2.3.
Derved fik ABEL vist, at delingsprobleme®(5) lod sig lgse algebraisk, hvis man blot
kunne lgse ligninger,, .1 (¢ (3)) = 0 algebraisk, svarende til delingen af fldd-
steendige integralerEfter mgjsommelige udregninger fik haa sgs udledt, at selvom
denne ligning generelkke lod sig l@se algebraiskasvar en &dan lgsning mulig i det
specielle tilfeelde, der svarer til lemniskat-integral2t). Endvidere inddrog den alge-
braiske lgsning i dette tilfaelde ikke andet en kvadratradderABEL kunne gentage
GAuUsS udsagn om delingen af cirklen blot for lemniskaten: Bueleengden af lemniskaten
lader sig dele i lige store stykker med passer og lineal, hvisr et produkt af e@-potens

og forskellige ERMAT primtal.

Hele dennalgebraiskeilgang til de elliptiske funktioner kan ved farste gjekast synes
meerkelig. Men jeg er ikke i tvivl om, at delingsproblemet var en central motiverende
faktor for ABEL. Det er ogé et faktum, at delingsproblemet for elliptiske funktioner farst
gav ABEL den indsigt, han siden udviklede i sit ligningsteoretiske arbbjéenoire sur
une classe particudire. Omvendt gav ligningsteorien ogsfkast til ABEL’s algebraiske
tilgang til elliptiske funktioner. At opfattelsen af elliptiske funktioner senere i 1800-tallet
i hgj grad fokuseredegpderesanalytiskesider, er blot et udtryk for, at man senere kom til
at betragt@rundlageffor studiet af disse objekter som usikkert, og at de@dgmalytiske
aspekter var interessante egenskaber at komme efter (se nedenfor).

¢ ((2n+1) 5) (2.5)

Transformationsteori og integrationsteori. Blandt de omader af ABEL’s matematik

jeg har det mindste farstéhds-kendskab til, er hans arbejder indenfor transformationste-

ori for elliptiske funktioner og integrationsteori for algebraiske differentialformer.
Transformationsteorien var vigtig forHGENDRES numeriske tilgang til de elliptiske

funktioner, men synes at have spillet en mindre rolle feeA's oprindelige, algebraiske

tilgang. Farst ved starten af kappestriden medaBl, dvs. stort set efteRecherches sur

les fonctions elliptiquesegyndte ABEL at beskeeftige sig med transformationsteori.

54( 289-290).
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Kappestriden medatoBi er ogs interessant fordi den kaster nyt lys oveB®A.’s
inversion beskrevet ovenforadoBl’s fgrste publikation havde form af saetninger uden
beviser kommunikeret i breve og indrykket iEHNRICH CHRISTIAN SCHUMACHER’S
(1780-1850% Astronomische Nachrichteenere (og efter BEL's offentliggarelse af
Recherched827) offentliggjorde dAcoBi sine beviser, som byggede afgarendeip-
versionen. GRL ANTON BJERKNES(1825-1903% har omfattende og afgarende argu-
menteret for BEL’s prioritet angiende denne inversioh Men AcoBl’s brug af inver-
sionen og hans revision afgkL’s grundlag for de elliptiske funktioner, som han i stedet
baseredepde $ikaldtey-reekker, er et neermere studium veerd. Det kan dels kaste lys over
inversionens “ngdvendighed” og dels tjene til at beskrive receptionesif’Ainversion
i hans samtid.

ABEL er ogs kendt for sin generalisering af studiet af elliptiske integraler til de
sakaldteAbelskentegraler. | sin beramtBarisafhandling ) betragtede AREL
disse integraler af formen

/f(x,y) dz, (2.6)

hvor f var en rational funktion og ogy var relaterede ved en algebraisk ligningr, y) =
0. Ved hjeelp af algebraiske overvejelser i stil med de ovenfor beskrevne, fandt han, at
summen af villarligt mange (V) sadanne integraler

N ZTn
nzl/o fla,y) do

kunne skrives som en sum af lignende integraler, hvori antallet kun afhgnapgfiverken
af funktionenf eller de valgte greenser, samt algebraisk-logaritmiske funktioner,

i/oznf(x,y) dr = gj/my) da

n=1

+algebraisk-logaritmiske led,

hvorz, ..., zy, var bestemt algebraiskii, ... , 2.
ABEL anvendte dette meget generelle resultaflpre nader. Dels viste han, at hvis
integralet 2.6) var elliptisk, dvs. bestemt ved

0=x(z,y) =9>— Ry (x),

sa var N, = 1, hvorved han opaede at bevise at enhver sum Jf elliptiske inte-
graler kunne skrives som et enkelt integral (hgrende til et algebraisk givet argument)
og algebraisk-logaritmiske led.BEL generaliserede oggil hyper-elliptiske integraler,
bestemt ved

0=x(z,9) =y - R(z),
hvor graden af? overstegt, og fandt for disse, at

R—1
N, = heltalsdelen afng.

S5personoplysninger fras( ,690).
S6personoplysninger fras( B78).
57( 5124-145).
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Opsummering. ABEL’s arbejder med elliptiske funktioner (og generalisationer heraf)
indtager en central plads i min tilgang til hans forfatterskab af flere grunde:

1. ABEL'sinversion af elliptiske integraler til elliptiske funktioner og den efterfglgende
udvidelse til komplekse funktioner er udfgrt i en rent formel stil, der ligger langt fra
det fokus @& et numerisk lighedsbegreb, som senerediktsr udbredelse, og som
ABEL ogsa selv advokerede for i reekketeorien. Store dele af den videre udvikling
af analysen i 1800-tallet handlede om at give en mere stringent mening til disse
objekter.

2. | sine arbejder med elliptiske funktioner involverede® fra tid til anden uen-
delige reekker. Men hans behandling af disse var langt&ratisngent, som man
maske kunne tro ud fra hans kritiske breve og beviset for binomialformelen. Det
kunne se ud til, at han anvendte to forskellige standarder for stringens i grundlags-
og frontforskning.

3. Den algebraiske tilgang til elliptiske funktioner ligger meget teet op aéss ar-
bejder i ligningsteorien, og der er gentagne udvekslinger de t@adenrimellem.
Dette hjeelper med til at forgtfor eksempel motivationen for artiklénémoire sur
une classe particudire ).

4. | transformationsteorien og iseer i generaliseringen til integration af mere generelle
algebraiske differentialer, synes den algebraiske og den analytiske tilgang at magdes
i et frugtbart samspil.

Indtil nu har mine undersggelser af de elliptiske funktioner isser drejet sig om inver-
sionen, delingsproblemet og relationerne tBA’s ligningsteori. Jeg agter snarest (!) at
kaste mig over transformationsteorien ogske iseer débelskentegraler.

2.2.3 Ligningsteori

ABEL’s ligningsteori har veeret det altoverskyggende emne for mit arbejde i 1999. Dette
arbejde er dokumenteret i bilaget fiN.s HENRIK ABEL and the theory of equations”,
som er vedlagt denne progress rapport. Fdeimed at skrive et bilaggpden valgte
form og med det pgaeldende omfang, var at udarbejde en af de tre emne-sgjlédat s
omfang, at kun mindre revisioner vil veere ngdvendige far den karaindgn feerdige
afhandling. Det er dogbenlyst, at introduktionen, konklusionen og afsnit omhandlende
samspillet med elliptiske funktioner skal undamtarre forandringer.

Femtegradsligningens ulgselighed. ABEL'’s farste og vel bergmteste bidrag til ligningernes
teori er hans bevis for umuligheden af at Igse den generelle femtegradsligning algebraisk
( } ). Dette arbejde kombinerede en “permutationsteoretisk” sgjle
inspireret af IAGRANGE og CAUCHY med en klassifikation af algebraiske udtryk, som
kunneoptraede i en eventuel Igsningsformel.

Fra LAGRANGE hentede ABEL ideen om at teelle antallet af “veerdier” en rational
funktion af flere argumenter kunne taggrmman permuterede disse argumenter. Hos
CAUCHY fandt han foruden en notation og terminologi til at holde red@@rmutationer,
en vigtig seetning, som han selv gav et kortere bevis for. Denne saetning udelukkede —
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for femtegradsligningen — ikke-symmetriske funktioner i Igsningsformelen som havde
andet end2 eller 5 forskellige veerdier under permutationer. Byggendeem klassi-
fikation af algebraiske udtryk bevistee&L, at ethvert algebraisk udtryk i koefficien-
terne, som ratte forekomme i en Igsningsformelatte vaere et rationalt udtryk i lignin-

gens radder. Omhyggeligt karakteriserede han eth&detrg algebraisk udtryk i en taenkt
lgsningsformel og reducerede alle disse til to standardformer. Ved i et modstridsargu-
ment at betragte de “inderste” roduddragninger af primtalsgrad kunne han endelig bringe
antagelsen om eksistensen af en algebraisk lgsningsformel til en modstrid ved at sam-
menligne forskellige rader at teelle antallet af forskellige veerdier under permutationer
pa.

25ar fgr ABEL offentliggjorde sit umulighedsbevis havde den italienske matematiker
PaoLo RuUFFINI forsggt at bevise samme resultat uden at hans bevéeaierbred anerk-
endelse. Da REL, uafhaengigt af RFFINI, offentliggjorde sit bevis blev det ogsidsat
for kritik, men pa etlokalt plan. Matematikere kritiserede og forbedrede dele af beviset,
men i hvert fald @ Kontinentet syntebudskabebm umuligheden af at lgse femtegrad-
sligningen algebraisk hurtigt at veere blevet accepterstLAs bevis havde nogle klare
fordele i forhold til RUFFINI'S, for eksempebevisteABEL en central hjeelpesaetning, som
RUFFINI havde antaget uden bevis. En anden forskel ligger i mediet for publikation, hvor
ABEL — takket vaere en fremskyllende bglge af tysk matematikaede bred udbredelse
ganske hurtigt.

Argumentet, som REL blev praesenterede det RELLE’s Journal( ), var
skreeddersyet til at bevise umuligheden af generelt algebraisk at Igse ligninger af hgjere
grad en fire. Undervejs gjordeBkL dog brug af nogle af de begreber, der fik central
betydning i hans andre ligningsteoretiske arbejder: den euklidiske divisionsalgoritme og
irreducibilitets-begrebet.

Abelskeligninger. ABEL’s eneste anden publikation indenfor “yndlingsfeltet” ligning-
steori var den allerede naevnte artiké&moire sur une classe particalie( ). |
den praesenterede han et resultat af en anden type. Umulighedsbeviset havdenegret et
ativt resultat, der havde sagt noget om begreensningegxfensionen af begrebaige-
braisk oplgselighedvien i (. ) beviste AEL for en bestemt klasse af ligninger,
at disse lod sig lgse algebraisk.

| Mémoire sur une classe particalie betragtede &EL en ligning

¢(x)=0 (2.7)

i hvilken der eksisterede eaational relation mellem to af redderneog z/,

Ud fra begrebeirreducibel ligning som han indfgrte og studerede, og divisionsalgorit-
men, kunne BEL bevise om den irreducible ligning(x) = 0 af nsevnte type, at enhver
iterationd* () og<a ville veere en rod ¢ () = 0, samt at alle regdderne faldt i lige lange
keeder.

Nar ligningens grad var = m x n, beviste BEL at man kunne reducere Igsningen af
ligningen¢ (x) = 0 til lasning af ligninger af gradh ogn, hvoraf kun den ene ligning af
gradn eventuelt kunne vaere umulig at lgse algebraisk. Dette beviste han ved at bevise, at
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enhver ligning, hvori alle redderne falder i den samme kaede uhderadderne skal alés

veere @ formenz, 0 (z), ... ,0* ! (x) hvord* (z) = x — vil vaere algebraisk oplgselige.
ABEL generaliserede da til en situation, hvor alle ragdder i ligningei) (kunne
udtrykkes rationalt i en enkelt rod, atswvor radderne vat, 6, (z),...,0, ; (z). Han

beviste &, ved at reducere til det foragnde tilfeelde, at hvis
0:0; (z) = 0,0: (),

sa kunne ligningen lgses algebraisk. Disse ligninger er kommet til at hAbdeéske
ligninger.

Under udarbejdelsen af afhandlingen havdeeA to vigtige anvendelser af disse
studier for gje. Dels ville han gengiveABss resultat for cirkeldelingen i denne mere
generelle teori, og dels ville han anvende teorigrefliptiske funktioner. Uheldigvis blev
den sidste anvendelse aldrig publiceret i forbindelse med det ligningsteoretiske arbejde,
men det er mit &b, at man kan finde spor deraf BAL’s arbejder om transformationsteori
for elliptiske funktioner, isaer/ ).

Algebraisk oplgselige ligninger. | en af ABEL’s efterladte notesbgger findes en afhan-
dling, hvis formal det var fuldsteendig at afklare extensionen af begraigebraisk oplaselighed
Den byggede @ central vis p begrebeirreducibel ligningog indeholder en raekke resul-
tater, der udtrykker farste konsekvenser af irreducibilitet.

Den baerende &i notesbogen, hvoraf kun den farste del er gennemskrevet og i en
publicérbar tilstand, var at karakterisere den irreducible ligning, som et givet algebraisk
udtryk opfylder. Denne karakterisering har form af en konstruktion, hvorved egenskaber
for den irreducible ligning udledes fra egenskaber ved det givne algebraiske udtryk.

Efter at have konstrueret den irreducible ligning vendseAendnu en gang sin til-
gang (& hovedet og gik tilbage til at undersgge formen af algebraiske udtryk, som kunne
tilfredsstille en given irreducibel ligning af primtalsgrad. Han ville egentlig gerne have
betragtet helt generelle irreducible ligninger, men som han skriver:

“Saalaenge Ligningens Grad er et Primtal har det ikke saa megen Vanske-
lighed, men naar den er et sammensat Tal er Pokkerigs.”

Efter en lang reekke argumenter, hvoraf den sidste del kun er ligninger, som er forsggt
rekonstrueret i bilagets afsrit, naede AREL frem til, at det yderste radikal i en lgsning
til en irreducibel ligning af primtalsgrad tilfredsstiller en irreduciBddelskligning, hvis
grad er en divisor i — 1. SA langt raede han i sine undersggelser om algebraisk lgsbare
ligninger. Det blev i stedet @ oIS, der kom til at lgse dette problem, og 1800-tallets
matematikere investerede store anstrengelser i aBfogsformidle G\Lois’ arbejder @
en acceptabel og stringentioke.

Opsummering. ABEL’s ligningsteori gennemsyrer, som naevnt, store dele af hans ar-
bejde med elliptiske funktioner. Men hans ligningstepéar se omfatter stort set kun tre
arbejder: umulighedsbeviset, studietadifelskeligninger, og notesbogen om algebraisk

58(N. H. Abel—B. Holmboe, 1826/ 115).
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oplgselig ligninger generelt. Alle disse bygger afggrenaéen forrige generation af al-
gebraikere, iseer AGRANGE, 0g inddrager GUCHY'’s permutationsteori, der farst i beg-
yndelsen af 1800-tallet var ved at nedfeelde sig som et selvsteendigt matematisk forskn-
ingsomade.

Centralt for store dele af BEL’s ligningsteoretiske arbejder var hans brug af begre-
betirreducibel ligning Irreducibilitet tjente, hos AEL, som et begreb & hvilket man
kunne fundere generelle saetninger, og selvorelAi hgj grad benyttede 1700-tallets
omfattende symbolregninger i sine beviser, markerede netop irreducibiliteten et skridt
mod 1800-tallets mere begrebs-baserede matematik.

2.2.4 Den “manglende” geometri

ABEL’s matematiske produktion var centreret omkring de tre ovenfor preesenterede em-
nekredse: reekketeori, elliptiske funktioner og ligningsteori. Med de skitserede forbindelser
til tilstadende omider — f.x. reel analyse, komplekse integration, integrationsteori og
permutationsteori — kommer man gennem et studium BEAs matematik rundt i de
fleste kroge af det matematiske univers, som detici begyndelsen af 1800-tallet. To
store og centrale orader bevaeger man sig dog udenom: geometri og anvendt matematik.

Anvendt matematik. Den anvendte matematisk var isaer i den franske “polytekniske”
matematik af central betydning. “Ren” matematik og fysik eksisterede i en symbiose,
der gar det svaert — og &ske meningslgst — at skelne en fransk matematiker fra en
fransk fysiker. R dette punkt var AEL derimod udpraeget tysk; den tyske nyhumanisme
fokuserede i hgj gradgmatematikken som dannelse og i mindre graddpns anven-
delser. | forbindelse med ANSTEEN'S undersggelser af jordens magnetfelt havasE A

i 1824 arbejdet @ at bestemme &mens indflydelse et penduls bevaegelse. Da hans
resultater blev sendt til S(HUMACHER med henblik @ offentligggrelse Astronomis-

che Nachrichtenviste det sig, at REL havde glemt at tage hensyn tilamens tiltreekn-

ing pa jordens centrum, og at hans resultat derfor afveg med en falktdortset fra
denne enkelte lejlighed (som var en fiasko) og en lgsning af en enkelt mekanisk opgave i
CRELLE’s Journal( ) beskeeftigede AEL sig udelukkende med emner fra den
rene matematik.

Vaegtningen af anvendt matematik i starten af det @®undrede var i udpraeget
grad praeget af nationale preeferencer. e bade hvad argr publikationer og faglig
udveksling, placerer sig indenfor den tyske tradition, ser jeg ikke manglesmpendt
matematik som et stort problend kEenge den inddrages i behgrigt omfang i beskrivelsen
af den franske situation.

Geometri. Noget mere indskreenkende er det, e&#EA ingen direkte bergringsflade
havde med den rivende udvikling indenfor geometrien i hans samtid. Denne udvikling
ligner pA mange ond@der udviklinger indenfor de felter, BEL beskeeftigede sig med.
Ogsa i geometrien blev nye metoder og begreber indfgrt, og begrebernes ekstensioner
stod for at skulle afklares. Til tider ledte forskningen til resultater, som syntes uacceptable
for den zeldre generation af matematikere, for eksemaedrpnd af udvikling i hold-
ningerne til stringens og grundlag eller fordi resultatet stred mod den etablerede intuition.
Disse tendensers manifestationer i geometrien er jeg i&ks i stand til at indfange gen-

nem studiet af BEL's matematik. Derfor er det med gleede og forventning jeg ser frem
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til i for aret 2000 sammen med&sTI ANDERSENat udbyde kurseBeometriens historie
ved IVH. Selvom jeg naeppe vil komme til at skrive seerligt iadgde om geometri i min
afhandling, gleeder jeg mig tiljpdenne rade at & lejlighed til khde at studere de lange
treek og @ i detaljer med centrale bidrag til geometrien i 1800-tallet.

2.3 Opsummering

ABEL befandt sig 8ledes hverken geografisk eller emnemaessigiquiferien. Matema-
tisk var han neert forbundet til den rene matematik dyrket i den tyske nyhumanisme, og
hovedparten af hans publikationer fandt stecRECLE'’S Berlin-basereddournal fir die
reine und angewandte Mathematik

Pa det emnemaessige plan beskaeftigedeE1Asig isaer med tre emner, som hver
iseer kom til at indtage centrale positioner indenfor 1800-tallets matemamikL’s ar-
bejder med raekketeori faldt indenfor den stringensbeveegelse, der bredte sig i lgbet af
arhundredet og omfattede overvejelser frauUCHY til W EIERSTRASSomKkring den reelle
analyses grundlag (herunder raekketeorien). Teorien for elliptiske funktioner er et af de
stgrste enkelte forskningsoauter i det 19 arhundredes matematik, ogeAL'’s bidrag
var centralt ved at flytte fokus fra de elliptiske integraler til de elliptiske funktioner —
en inversion, der fik langtreekkende konsekvenser foraolets fertilitet. Og endelig var
hans arbejder med algebraisk Igsning af ligninger blandt de farste indenfor den bland-
ing af ligningsteori og permutationsteori, som blev muliggjort i de farstedf det 19.
arhundrede. Selvom de mest vidtraekkende studier forblev ukendte indtil 1839 udgjorde
ABEL’s ligningsteoretiske arbejder en forbindelse melleAGRANGE 0g GALOIS.

Med de ovenfor tagne forbehold finder jeg det forsvarligt at see#teLA centrum.
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Kapitel 3

Feerdigggrelse af ph.d.-projektet

3.1 Ledende spgrgsial

Blandt de mangeartede karakteristika for den enorme matematiske udvikling i starten af
1800-tallet treeder nogle frem, som jeg @nsker at belyse gennem detaljerede studier af den
matematiske udviklingen omkring#EL indenfor de tre kernefelter. Jeg forestiller mig,

at hvert af kernefelterne skal belyses med en passende grad af matematisk detalje for s
at give mulighed for at diskutere blandt andre fglgende tre bredere sgdrgsm

1.

Jeg finder den massive introduktion af nye begreber og objekter i matematikken
meget interessant. Begreberne blev i stigende grad indfert ved (formelle) defini-
tioner, og en stor del af den matematiske forskning bestod derefter i at afklare de
indfarte begrebers ekstensioner. | disse begrebsafklaringer kan ofte identificeres
udvidende og indskraenkende treek, og saetninger og modeksempler vekselvirkede
i flere tilfeelde @ mader, der muligger fortolkninger indenfolrkATOS’ ramme'.

En sadan fortolkning bliver dog farst rigtig historisk interessarét; den konfron-

teres med de historiske kilderaledes vil jeg gerneantil at kunne sige noget om
matematikernes metoder til begrebers indfgring og afklaring i starten af 1800-tallet,
herunder ogs noget om modeksemplets faktiske metodologiske betydning.

. Jeg ser ogs i projektets afgraensning en mulighed for at studere holdninger til

den fremvoksende stringens i starten af 1800-tallet. For en matematiker opdraget
efter WEIERSTRASSkan det synes som om alle med et slagtt® have accepteret
CAUCHY’s nye krav til stringens. Men som alt andet har@gfingensen sin recep-
tionshistorie. BEL'’s tidlige omvending og hans arbejde med raekketeorien giver
en mulighed for at vinde indsigt i opfattelsen hos de matematikere, der som de
farste modtog GUCHY'’s nye laere. Selvom BEL beundrede @UCHY’s matem-

atik bemeerkede han ogenundtagelsetil en af CAUCHY’s saetninger, som un-
derstreger de komplikationer, som den fortsatte brug af infinitesimaler betad for
CAucCHY'’s analyse. Og selvom BEL i sine reekketeoretiske arbejder trofast fulgte
CAaucHY fokus p (numerisk) konvergens, indtager konvergensbegrebet og kon-
vergensovervejelser en meget tilbagetrukket position i hans arbejder om elliptiske
funktioner, selvom uendelige reekker anvendes ganske meget. Dette kunne antyde
en forskel mellem stringenskravene til grundlagsforskning og frontforskning.

X

B
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3. Irelation til de to fore@ende punkter om begreber og stringeassttredie generelt
aspekt, som kan belyses indenfor projektet, nemlig udviklingen fra beregnings-
baseret til begrebsbaseret matematik. Forskellen er il gjef & i ligningsteorien,
men i teorien for de elliptiske funktioner er den endnu mere tydelgg1As arbe-
jder med elliptiske funktioner var i hgj grad funderet i lange, formelle og eksplicitte
manipulationer i traditionen frali_ER. Disse involverede et antal operationer, som
sammen med forsggapgeneraliseringer ledte de falgende generationer til at tage
indfarelsen af de elliptiske funktioner op og s@ge at bringe @eat ptringent grund-
lag. Og netop i denne stringent-ggrelse ligger en stor del af transitionen til begreb-
sbaseret matematik, idet de elliptiske funktioner da indfgres ved at ophaeve hvad
ABEL og andre havde betragtet sagenskabetil definitioner

3.2 Fremtidsplaner

For at realisere de skitserede ambitioner planleegger jeg efter min kvalifikationseksamen
at begynde detaljerede studier aB®&L’s arbejder indenfor transformationsteori for el-
liptiske integraler og integrationsteori, samt disse emners kontekst. @bEr fieg, at
dette studium kan kaste yderligere lys over forbindelsen mellem ligningsteori og elliptiske
funktioner, og dels er det en naturlig indgang til kappestriden medB8i og yderligere,
dybere spgrgsal omkring “ngdvendigheden” af inversion af elliptiske integraler til ellip-
tiske funktioner. | foaret udbydes som sagt kursgeometriens historiesom jeg gleeder
mig til, men som — da det alser naesten disjunkt med mit projekt — agsl kraeve en
del forberedelse fra min side.

For at seette REL’s arbejder med elliptiske funktioner og stringensbevaegelsen i anal-
ysen i starten af 1800-tallet ind i deres rette perspektiv gnskergetppB at tilbringe
tid hos en af eksperterne indenfor disse adar, for eksempelEREMY GRAY eller Um-
BERTO BOTTAZZzINI. Endvidere planleegger jeg i sommeren 2000 et ophold i Oslo for
at fa adgang til BEL-relaterede arkivalier der og et kort ophold i Stockholm forzat f
adgang til ABEL-manuskripter, som jeg ved opbevaréd\ittag-Leffler Instituttet
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