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Dette dokument er et elevhaefte udviklet til 3vMA 2015/16 pa Egd Gymnasium med henblik pa
at gennemga PIERRE-FRANGOIS VERHULSTS (1804-1849) beskrivelse af Belgiens befolkningsveekst.
Det estimerede tidsforbrug er 3 lektioner. Dokumentet indeholder dels udklip fra laerervejledningen
Veekst i nationens tjeneste (Danielsen og Serensen, 2014) inklusiv udklip fra oversettelsen af VER-
HULSTS oprindelige tekst. Dokumentet er struktureret ved bemaerkninger skrevet med redt.
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INTRO: VERHULSTS MATEMATIK VS. MODERNE
MATEMATIK

Den vaekstmodel, som VERHULST fandt frem til i 1830%rne, noterede han som felgende differential-
ligning

%zmp—np2

med lgsning

m /emt
p= P

- np'e™ + m — np’

hvor p’ betegner befolkningens storrelse for t = 0.
Den differentialligning kender vi i dag som en beskrivelse af det, vi kalder “logistisk veekst”, og vi
skriver den pa folgende made

y =y(b-ay)
med lgsning

b
— a
T v e
Denne differentialligning er kernestof i Matematik A pa STX, og der kan séledes komme opgaver i
den til jeres skriftlige eksamen.
Huvis vi pa et tidspunkt har tid til det kan vi preve om vi kan vise, at de to differentialligninger
udtrykker det samme.



MALTHUS OG EASPONENTIEL VAEKST

I har laest folgende:

§1 Verhulst (1838, 113):

Man ved, at den beromte Malthus har fastslaet det princip, at en given befolkning tenderer mod
at vokse eksponentielt séledes, at den fordobles over en bestemt periode f.eks. femogtyve ar.
Denne lovmaessighed er ubestridelig, hvis man ser bort fra, at nar befolkningen har naet en
vis teethed, vil det vaere en stadigt voksende udfordring at skaffe sig forngdenheder, eller de
ressourcer, som er ngdvendige for, at befolkningen kan vokse, selv for et helt nyt samfund, som
f.eks. en storre fordeling af arbejdet, en legitim regering og midler til forsvar, sa man kan bevare
den offentlige ro, etc.

Laes nu dette:

Den ,,beromte Malthus®, som VERHULST omtaler, er den britiske skonom THOMAS ROBERT MALT-
HUS (1766-1834), der er kendt for sine tanker om befolkningsvaekst i veerket ,,An Essay on the
Principle of Population® fra 1798 (Malthus, 2008; se ogsa Winch, 2013). MALTHUS viser deri,
at befolkningen vil vokse eksponentielt, hvis den ikke begreenses. VERHULST opfatter MALTHUS’
model som en lovmassighed. Man kan diskutere, hvad han mener med en ,,ubestridelig lovmaes-
sighed®, om det er pa lige fod med en lovmaessighed i fysik, eller om den forstas anderledes, og
om og hvordan man sadan kan overfore fysikkens love til beskrivelse af samfundet.

Og los folgende opgaver:

Opgave 3.1 Find oplysninger om MALTHUS’ arbejde og om hvordan MALTHUS har pavirket
teorier om gkonomi og befolkning. Har han stadig en stor betydning?

Opgave 3.2 (Eksponentiel vaekst) Tegn en grafisk (kvalitativ) repraesentation af en kurve
af den form, som MALTHUS beskrev for befolkningers vaekst.




BEFOLKNINGSVAKSTEN | USA

I har laest folgende:

§2 Verhulst (1838, 113):

Altsa, alt andet lige, hvis tusind sjzle er blevet til to tusinde sjaele pa femogtyve ar, sd vil de to
tusinde blive til fire tusinde efter den samme tidsperiode.

Laes nu dette:

Det kan virke som en tilfeeldighed, at VERHULST bruger 25 ar som eksempel, men hvis man ser
pa hans senere artikel (Verhulst, 1845), kan man se, at det er inspireret af befolkningsudviklingen
i USA. Tabellerne 1(a) og 1(b) stammer fra denne senere artikel (ibid.).

Og los folgende opgave ud fra data i tabel 1 leengere nede:

Opgave 3.3 (Fremskrivning af USAs befolkning) Denne opgave undersgger VER-
HULSTS fremskrivning af USA's befolkning ud fra de data, han havde til radighed.

a) Bestem forskriften for befolkningsudviklingen i tabel 1(a) vha eksponentiel regression.
Bestem T5,.

P& baggrund af tabel 1(a) beregner VERHULST tabellen 1(b).
b) Hvad er der i tabel 1(b) sket med befolkningen i drene 1790, 1800 osv?

c) Hvordan er befolkningerne for arene 1795, 1805, 1815, 1825 og 1835 bestemt? Hvordan
passer det med, at VERHULST mener, at befolkningen vokser eksponentielt?

d) Hvordan har VERHULST fundet r? Hvad ville vi kalde r? (Hint: VERHULST vil gerne
vise, at T, er 25 3r). Bemaerk, at VERHULST har begaet nogle afrundingsfejl i nogle af
beregningerne af r.

e) Sammenlign VERHULSTS resultater med dine egne resultater i opgave a). Overvej
forskellen i den made, hvorpd VERHULST tankte, i forhold til, hvordan vi ville gribe
sagen an i dag. Hvilke udfordringer kan VERHULST have haft med sin tilgang?




Arstal Befolkning r

1790 3.930.000

1795 4.618.000

1800 5.306.000

1805 6.273.000

1810 7.240.000

1815 8.439.000 2,147

1820 9.638.000 2,087
sz o

(a) Tabellen over USAs befolkning, 1790-1840 : : >

fra Verhulst (1845). 1835 14.964.000 2,076

1840 17.063.000 2,021
(b) Beregnet tabel baseret pa Verhulst (1845).

Arstal Befolkning
1790 3.929.827
1800 5.305.925
1810 7.239.814
1820 9.638.151
1830  12.866.020

Tabel 1: VERHULSTS tabeller for USAs befolkning.



VERHULSTS OVERVEJELSER OMKRING
EKSPONENTIEL OG LOGISTISK VAEKST

I har laest folgende:

§3 Verhulst (1838, 113):

I vores gamle europeeiske samfund, hvor det gode land er blevet opdyrket gennem lang tid, vil det
arbejde, der laegges i at forbedre en allerede opdyrket mark, ikke kunne forhindre, at det ggede
afkast til stadighed er aftagende; forudsat at man i de forste femogtyve ar har fordoblet afkastet af
jorden, vil man i den anden periode knap kunne producere en tredjedel oveni. Begraensningen
af udstreekningen og frugtbarheden af landet giver altsa den potentielle befolkningsvaekst en
graense, og befolkningen vil derfor i hojere og hejere grad bevaege sig mod at blive konstant.

Betragt nu folgende figur:

Afyng)/nt e

Ny que
Logarithmiq oqias"i 7 e

0 O, o' c

Og laes det her:

I paragrafferne 3, 4 og 8 sammenligner VERHULST befolkningsvaksten og udnyttelsen af jorden. I
sin senere artikel (Verhulst, 1845) uddyber han denne sammenhzng, hvor der er tale om fire faser.
Disse faser ssmmenlignes med forlgbet af den logistiske kurve. Man kan se det pa ovenstaende
graf.

I den forste fase vokser befolkningen eksponentielt. Der er altsa i virkeligheden ikke tale om
logistisk vaekst i begyndelsen, men eksponentiel vaekst. Ved tiden O @ndrer den eksponentielle
veekst sig til en logistisk vaekst; dette sker i punktet P. I denne fase er det kun den bedste land-
brugsjord, der bruges. I Europa ligger denne fase meget langt tilbage i tiden, men det er ogsa det,




der sker, nar et nyt omrade koloniseres, og VERHULST kender til dette fra befolkningen i USA
(54).

I den anden fase begynder man at udnytte den knap sa gode jord, og befolkningensvaksten
aendrer sig til en logistisk veekst. Denne fase ligger mellem tidspunkterne O og O;.

I den tredje fase inddrager man ogsa den darlige jord. Den tredje fase ligger mellem tidspunk-
terne O; og O’. Lengden af den anden og tredje periode er den samme.

I punktet I, der adskiller den anden og den tredje periode, er befolkningen halvdelen af den
maksimale befolkning. Det er ogsa her, at kurven @ndrer sig fra at veere konveks til at vaere kon-
kav.

I den sidste fase er den eneste mulighed for at skafte sig flere fodevarer ved forbedring af den
allerede opdyrkede jord og handel. Det er her vi neermer os begraensningen for befolkningen.

VERHULST skriver ikke, hvor han har faet ideen til at inddele menneskets historie i fire faser
fra, men inddelingen kendes helt tilbage fra den greeske mytologi. Her taler man om de fire ver-
densaldre: guldalderen, sglvalderen, bronzealderen og jernalderen. I den forste alder er livet let;
man behever stort set ikke gore noget for at dyrke jorden. Men i de efterfolgende aldre bliver
vilkarene efterhanden mere og mere vanskelige.

Og los sa denne opgave:

Opgave 3.4 (Dampet vakst) Tegn en grafisk (kvalitativ) repraesentation af en kurve af
den form, som VERHULST beskrev, hvor , det ggede afkast, til stadighed er aftagende”.




DEN EKSPONENTIELLE DIFFERENTIALLIGNING

Den eksponentielle differentialligning kender I som y’ = k - y. Det folgende leengere tekststykke for-
klarer, hvordan VERHULST kommer frem til, at han ma konstruere en model der 1) i begyndelsen er
eksponentiel, 2) men som hurtig dempes og 3) har en ovre granse.

§4 Verhulst (1838, 114):

Det sker ikke i enkelte helt ekstraordinere tilfeelde, som for eksempel nér et civiliseret folk op-
dyrker et frugtbart omrade, der endnu ikke er befolket, eller man driver en produktion, som
giver store midlertidige fordele. En stor familie bliver i disse tilfeelde en rigdom, og den nee-
ste generation har lettere ved at etablere sig, fordi den ikke ligesom den forste generation skal
overvinde de forhindringer, som et uopdyrket land giver de forste nybyggere.

Her teenker VERHULST pa nogle sarlige situationer. Den ene er kolonialisering, hvor man kom-
mer til et nyt uopdyrket omrade. Som vi tidligere har set, har VERHULST vist, at befolkningen i
USA vokser eksponentielt. Det andet tilfeelde drejer sig om det, der sker under industrialisering.
I Belgien har man skabt en stor stalproduktion og en stor mineindustri, hvor der netop er behov

for mange mennesker.

§5 Verhulst (ibid., 114):

For at vurdere den hastighed, befolkingen vokser med i et givet land, ma man dividere befolk-
ningsveeksten for hvert ar med den befolkning, som ligger til grund for denne vakst. Dette for-
hold, som er uathengigt af befolkningens absolutte storrelse, kan ses som et udtryk for denne
hastighed. Hvis forholdet er konstant, vokser befolkningen eksponentielt; hvis det er voksen-
de, vokser befolkningen hurtigere end eksponentielt, og mindre end eksponentielt hvis det er

aftagende.

VERHULST betragter her y;, Nér y;, = a, er der tale om en eksponentiel funktion. Dette kan man
lade elever finde ud af ved at lgse differentialligningen. I de to andre tilfeelde er der mange forskel-
lige mader, hvorpa forholdet kan vere mindre end eller storre end en konstant. For at illustrere
det kan man se pa den situation, hvor Y = ax + b. I tilfeeldet hvor forholdet er konstant, er a = 0.
Huvis det er voksende, er a positiv, og endelig er a negativ, hvis det er aftagende.




§6 Verhulst (ibid., 114):

Man kan komme med forskellige hypoteser om, i hvilken grad modstanden, dvs. summen af
forhindringer, modvirker befolkningens uheemmede vakst. M. Quetelet antager, modstanden
er proportional med kvadratet pa den hastighed, som befolkningen vokser med.*

“Essai de physique sociale, 1. udg., s. 277.

§7 Verhulst (ibid., 114):

Det svarer til at ssmmenligne vaksten af befolkningen med bevegelsen af et objekt, der falder
gennem et miljo med modstand. Resultaterne af denne sammenligning er pa tilfredsstillende
vis 1 overensstemmelse med statistisk data og med de resultater, jeg selv har faet ved at antage,
at det miljo, der er tale om, har en uendeligt voksende densitet.

§8 Verhulst (ibid., 114-115):

Befolkningsvaeksten har ngdvendigvis en graense, om ikke andet sa i udstraekningen af land,
hvor befolkningen kan bosztte sig. Nar en nation har opbrugt alle landets afgreder, kunne man
i virkeligheden skaffe sig fornodenheder udefra i bytte for andre produkter og pd den made
understotte en ny befolkningsveaekst. Men det er klart, at denne import vil have begreensninger
og vil stoppe leenge for hele landet er deekket af byer. Alle formler, man vil forsege at bruge
til at beskrive befolkningsveeksten, mé altsa indeholde et maximum, som kun bliver néet i en
uendelig fjern fremtid. Dette maximum vil sa veere antallet af personer, nar befolkningen er
blevet konstant.

Laeg godt maerke til hvad VERHULST skriver i paragraf 9:

§9 Verhulst (ibid., 115):

Jeg har leenge forsegt at analysere mig frem til den mest sandsynlige lov for befolkningsvaekst,
men jeg har opgivet denne fremgangsmade, fordi der er for fa af de givne storrelser, der kan
bestemmes ved observationer, til, at man kan vere sikker pé, at formlerne er eksakte. Da jeg
alligevel er overbevist om, at den fremgangsmade, jeg har brugt, nar man har faet bestemt til-
straekkeligt mange af de givne storrelser, i sidste ende vil fore frem til den rigtige lovmaessighed,
og at de resultater, jeg er kommet frem til, vil vaekke interesse, om ikke andet sa som genstand
for eftertanke, har jeg set mig nodsaget til at tage imod M. Quetelets invitation og offentliggere
dem.




UDLEDNING AF ET UDTRYK FOR ¢

VERHULST angiver i paragraf 10 nedenfor metoden til at finde den deempede veekstfunktion, som
han nu har argumenteret sig frem til, ma vaere den bedste til at beskrive befolkningsvaekst. Men han
forklarer ikke i detaljer, hvordan han er fundet frem til udtrykket t = +(In (p) —In (m — np)) + k. Det
bliver vores forste matematiske opgaver at gennemskue. Metoden kraever dels anvendelse af sepera-
tion af variable, dels et trick der kaldes partialbreksmetoden — det ser vi naermere pa i feellesskab.
Huvis I er nogle af de forste i klassen til at na hertil, sa spring videre til neeste afsnit.

§10 Verhulst (1838, 115):

Lad p vaere en befolkning: lad dp veere den uendeligt lille befolkningsvaekst, der forekommer i
det uendeligt lille tidsrum dt. Hvis befolkningen vokser eksponentielt, far vi ligningen % = mp.
Men eftersom hastigheden af befolkningsvaeksten falder med storrelsen af befolkningen, er vi
nedt til at treekke en ukendt funktion af p fra mp, saledes at formlen bliver

dp

il e o(p)-

Den mest simple funktion ¢, man kan teenke sig, er at antage ¢(p) = np?. Ved integration finder
man nedenstaende ligning

f= l[log.p — log.(m — np)] + konstant,
m

og man behgver da kun tre observationer for at bestemme de to koefficienter n og m og den
vilkarlige konstant.
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UDLEDNING AF ET UDTRYK FOR p

VERHULST skriver folgende:

§11 Verhulst (ibid., 115):

Ved at lgse ovenstaende ligning mht. p fremkommer

hvor p’ betegner befolkningen for t = 0, og e betegner grundtallet for den naturlige logaritme.
Hvis man sztter ¢ = oo, ser man, at den tilhorende veerdi for p er P = 2. Dette er altsa den gvre
greense for befolkningen.

m /emt
= 14

Cnp'em + m—np'’

@)

I skal nu selv forsege at komme frem til dette udtryk ud fra udtrykket for ¢:

- %(ln(p) 1n(m—np)) + k

Til det far I brug for folgende:

1.

Benyt logaritmeregneregler og omskriv til mt — mk = In (£ 5 ).

emt
m

. Omskriv til m - j—: = (1+n- %) - p ved hjlp af eksponentiering (altsa at ophaeve logaritmen

ved at oplofte med e).

mt

. Omskriv til p = ¢

nemt 4 emk *

For at né i mél har vi nu brug for et udtryk for e”*, som vi kan satte ind i udtryk 3. For at finde
dette udtryk for e”* skal I udnytte, at VERHULST har defineret p(0) = p’, hvor p intet har med
differentiering at gore, men svarer til det vi normalt kalder p,, dvs. funktionsveerdien til tiden
t = 0. Indset derfor t = 0 og p’ i ligningen ¢ = ~(In (p) — In (m — np)) + k og find frem til

m—np’
.

folgende ek =

. Indsaet udtrykket for e”* i udtryk 3 og omskriv til VERHULSTS udtryk for differentialligningens

mplemt

lgsning, nemlig p = T —

Og hva’ sa?

Nu har I maske en folelse af “Na, og hvad sa?”. MEN det udtryk, I har her, er helt afgerende for
VERHULSTS forstaelse af befolkningsveekst. Udtrykket lever nemlig op til alle VERHULSTS krav til en
god model. Serligt har den en ovre greense. Det kan vi indse ved at omskrive udtryk 5 til felgende:

mp’
m—np’
np' + “F
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Opgave

 Hvad sker der med p i udtrykket overfor, nar ¢ bliver stor?

 Hvad er den gvre granse for befolkningens storrelse?

Bareevne
Et af de interessante sporgsmal, som VERHULSTS model kan hjelpe med at besvare, er:

 Hvad er den gvre graense for hvor stor en befolkning kan blive i et land? Sagt pa en anden made
kan man sperge: Hvad er baereevnen?

Opgave
« Hvorfor er det sporgsmal interessant?

Beregning af bereevne

I 1845 praesenterer VERHULST i en anden artikel en metode til at beregne beereevnen for et land
givet 3 akvidistante méalepunkter (aekvidistant betyder at mélepunkterne er lige langt fra hinanden).
Vi vil nejes med at anvende hans formel til at beregne beereevnen for Danmark ud fra fire forskellige
saet af datapunkter.

Formlen er:

m _ =2p\pops +p5(ps+p1) » pa(p1+p3) = 2pips
m_ = b, .
n p5 = pips p5 = pips

Og I kan nu lgse folgende opgave:

Opgave 3.6 Formlen (1) tillader altsé at bestemme baereevnen ud fra tre akvidistante male-
punkter under antagelse af, at vaeksten er logistisk. Benyt data om Danmarks befolkningstal
i 1901, 1926, 1951, 1976 og 2001 fra Danmarks Statistik til at bestemme bzereevnen ud fra
henholdsvis malepunkterne

= 1901-1951-2001
= 1901-1926-1951
= 1951-1976-2001
= 1926-1951-1976

Forklar hvorfor formlen giver sa forskellige vaerdier for baereevnen af den danske befolkning.
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